m Matemaéticas 3 (MA-1116)
rm 3°" Examen Parcial (35 %)
Universidad Simén Bolivar Septiembre-Diciembre 2022

Departamento de Matematicas

Puras y Aplicadas Tipo Unico

JUSTIFIQUE TODAS SUS RESPUESTAS

1. (Valor: 9 ptos.) Dado el subespacio de R*
H={(z,y, 2z w) eR o +y+z+w=0}

determine una matriz A tal que si v € V, entonces Av = Projy(v), donde Projy es el
operador de proyecciéon ortogonal sobre H.

2. (Valor: 5 ptos.) Sea [P, el espacio vectorial de polinomios de grado menor o igual a
dos, y considere el siguiente producto interno sobre Py,

(p,a) = p(0)q(0) + p(1)q(1), p, q € P>.
Halle el complemento ortogonal del subespacio H dado por

H=gen ({1 -2+ z+32%}).
3. (Valor: 7 ptos.) Considere la transformacion 7' : C'([0,1]) — C([0, 1]) entre el espacio

de funciones derivables y el de funciones continuas sobre [0, 1] dada por

(TF)() = f(x) + / " i) de

a) (3 ptos.) Demuestre que T es una transformacion lineal.

b) (4 ptos.) Sean g(z) = sin(z), h(x) = cos(z) para todo x € [0, 1]. Para cada una
de estas funciones, determine si pertenece al nicleo de T

4. (Valor: 9 ptos.) Dada la transformacion lineal T : R* — My,»(R) definida por

T(x,y) = (I—(l]—y 2 )

r—y
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a) (4 ptos.) Determine la matriz asociada a T respecto a las bases canénicas de R?
y Max2(R)

b) (5 ptos.) Determine la matriz asociada a T" respecto a las bases ordenadas

= {5 (7))
{66000

de R? y Myy»(R) respectivamente.

5. (Valor: 10 ptos.) Dada la matriz

20 0 0
33 -1 0
A_OO2O’
20 0 3

halle una matriz invertible P y una matriz diagonal D tales que A = PDP~1!.
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Solucidén

1. Primero, observe que a partir de la definiciéon de H es posible afirmar que

— o O

H = gen

y ademas, que

o O =

S = {s1, 89, s3}, donde s =

—1 —1 —1

es una base para H, dado que los vectores son linealmente independientes. Ahora,
para determinar el operador de proyeccion ortogonal sobre H tenemos al menos dos
estrategias disponibles. La primera consiste en construir una base ortogonal para H
a partir de este conjunto generador, y luego calcular la acciéon de Projj sobre los
elementos de la base canénica de R* para determinar la matriz asociada A. La segunda
estrategia consiste en aprovechar el hecho de que para todo v € R?,

v = Projy(v) 4+ Projy. (v)
y por tanto, si A es la matriz asociada a Projz., entonces
A, =I1,— A, pues Projy. =wv—Projy(v).
Sin embargo, como
dimR* = dim H + dim H* y por tanto dim H* = dimR* — dim H =1,

tenemos que Projg. es, en términos de computo, mucho més facil de calcular. Asi,
solo serfa necesario encontrar un tnico vector! k € R?* tal que k ¢ H y que ademés
satisfaga?

proj,(v) =0, v € gen(S).

A continuacion exploramos ambas estrategias:

IRecuerde que dim H+ = 1, asi que ese Gnico vector seria suficiente para construir una base para H+

2Esta restriccion es absolutamente esencial, puesto que una de las propiedades definitorias de Proj . (v)
es que Projy . (v) =0, si v ¢ H. Si el vector k que encuentra no satisface esta propiedad, habra creado un
operador de proyeccién, pero no un operador de proyeccién ortogonal.
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a) Primera estrategia:
Empleando el procedimiento de Gram-Schmidt sobre los vectores de S, se obtiene
una base ortogonal para H dada por

B — {b17 b27 b3}
donde
bl = 81,
by = sy — projbl(SQ),
b3 = s3 — Projbl(s?)) - Pfojb2<33)-
Asi,
1 —1 —1
0 1 2 11 -1
bl - 0 9 b2 - 5 O 9 b3 - § 3 9
—1 —1 —1
y por tanto

Projy (v) = projy, (v) + projy, (v) + proj,(v), v €R™

Luego, queda tnicamente calcular la accion de Proj; sobre los elementos de la
base canonica de R* y construir la matriz asociada a Proj,,. Efectuando cada una
de las proyecciones necesarias,

3 -1
Projy(e1) = i :1 ,  Projy(es) = i _31 ,
-1 —1
-1 —1
Proj,(e3) = i _31 , Projy(eq) = 1 :1 )
-1 3

se obtiene finalmente que

3 -1 -1 —1
1[-1 3 -1 —1
“al-1 -1 3 -1
-1 -1 -1 3
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b) Segunda estrategia:
Usando un poco de creatividad, podemos intuir que

—_ = = =

no puede ser escrito en términos de vectores de S. Es posible verificar esto for-
malmente considerando el sistema lineal

1 0 0|1 1 0 01
0 1 0 1 reduc. 01 0|1
0O 0 1|1 00 11
-1 -1 —-1|1 0 0 04

Como puede observar, el sistema lineal es inconsistente y no posee solucién alguna.
Asi, k ¢ H. Pero ademas, observe como

(k,s;) =0, s;,€8,
y por tanto k € H*. Se sigue entonces que este tinico vector forma la base
B, = {k}
de H*. De aqui que

. . v, k
Projy. (v) = proj,(v) = Ek kzik v € R

Ahora, para determinar A, solo queda calcular la acciéon de Proj,. sobre la base
canénica de R*. Pero como

(k. k) = ¢
Yy
<€i, k> =1

para todo e; de la base canénica de R*, entonces

1
PI'OjHJ_ (el) = Zk7 L= 17 27 37 47
y por consiguiente
1111
11111
A=l 11
1 111
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Finalmente,

3 -1 —1 —1
1{-1 3 -1 -1
A_I‘*_Al_l 1 -1 3 -1

-1 -1 -1 3

Ambas estrategias nos permitieron llegar al mismo resultado final, pero la segunda
estrategia fue notablemente mas rapida. Sin embargo, esta requirié un poco de crea-
tividad y en un examen parcial no es raro que los nervios nos traicionen. Parte de su
preparacion para el examen ha de ser conocer y explorar muy bien todos estos métodos
alternativos, de forma que le sean tutiles en momentos de presion.

. Sean
si(z) =1—x+2% so(x)=2+32% 51,5 €Po.

A partir del conjunto generador dado en el enunciado, podemos construir una base
ortogonal

B={hy, ha}, hi, hy €Py
para H empleando el procedimiento de Gram-Schmidt. Asi,
hi = s1, hao(x) = sao(x) — [projy,, (s2)] (z) = =2+ 3z + 2.

Una vez obtenida una base ortogonal para H, podemos determinar el complemento or-
togonal de H construyendo Proj, y analizando ker(Proj; ) mediante la matriz asociada
a Projy. Vea que

Projy = projy, + projy,

y por tanto su matriz asociada A puede determinarse calculando la accién de Projy
sobre la base canénica de Py, dada por

C= {1, x, xz} = {ey, e, €3} .

Efectuando cada una de las proyecciones,

(e1 + 3es),

=~ =

Projy(e1) = e —ex+e3, Projy(es) =

PI'OjH(€3) = (61 + 363)

o]

y de aqui que la matriz asociada a Proj, (respecto a la base canénica de Py) resulta
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3.

Usando esta representaciéon matricial para Proj; podemos determinar un conjunto
generador para H, pues H+ = ker(Projy). Asi, considere el sistema lineal homogéneo
dado por

4 11
-4 0 0
4 3 3

o O O

Aplicando operaciones elementales por fila, el sistema puede reducirse a

4 1 110 1 0 0|0
—4 0 00 =4 (01 10
4 3 3|0 0 0 00
De esta manera,
0
ker(A) =gen({v}), v=1|1
-1

Este vector de coordenadas en C corresponde al vector x — 22 de P, y finalmente

obtenemos que
H* = gen ({x — :1:2}) .

Puede verificar brevemente que si y(z) = z — 2?, entonces
<y7 h1> = 07 y <317 h2> =0.

a) Para verificar que T es una transformacion lineal tenemos a nuestra disposicion
al menos dos estrategias disponibles. La primera estrategia consiste en argumen-
tar que como la derivada y la integracion definida también son transformaciones
lineales de C'([0,1]), entonces la suma de estas dos transformaciones ha de ser
también una transformacion lineal. Por otro lado, la segunda estrategia consiste
en verificar manualmente que

T(f+9) =T(f)+T(g), v T(kf)=KkT(f), keR

A continuacion exploramos ambos métodos.

1) Primera estrategia:
Sean D : C*([0,1]) — C([0,1]) y S : C*([0,1]) — C([0,1]) las transformacio-
nes definidas segiin

Df=F, (Sf)(x)= / ftyd, fe (o).
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Es bien sabido que éstas son transformaciones lineales, pues ambas verifican
las propiedades necesarias. Asi, y como T'= D + S, entonces en virtud de la
linealidad de D y S, T también es una transformaciéon lineal. En efecto, si

f.9€C([0,1])
T(f+9)=D(f+9)+S(f+9)=(Df+5f)+(Dg+59)=Tf+Tyg,
y también
T(kf) = D(kf) + S(kf)=k-Df +k-Sf=k(Df +Sf)=kTf.

donde k£ € R. Finalmente, se verifica que T es una transformacion lineal.

2) Segunda estrategia:
Sean fg € C'([0,1]) y k € R. Vea que

T(f + 9))(@) = (f(x) + g(@)) + / ") + g(t) de

_ (f/(x) +/0xf(t) dt) + (g’(:c) +/Owg(t) dt>
= (Tf)(z) + (Tg)().
Ademas,

TN = K@) + [ ki)

0
)+ k / f(t)
k- (Tf)(x
Asi, T es una transformacion lineal.

Ambas estrategias son esencialmente la misma, y ambas coinciden en su resultado.

b) Sean
g(x) =sin(z), h(x) =cos(z), g, he CY([0,1]).

Calculando T'(g) y T'(h), vemos que

T(g)(z) = sin’(x) + /Ox sin(t) dt = cos(x) + [— cos(z) + cos(0)]

=1.
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T(h)(x) = cos'(z) + /01 cos(t) dt = —sin(z) + [sin(x) — sin(0)]

= 0.
Por tanto, g ¢ ker(7T") mientras que h € ker(7T).

Sean
C= {61, 62} y Cu= {611, €12, €31, 822}

las bases canoénicas de R? y Ms,5(R). Para determinar la matriz asociada a T
respecto a estas bases canonicas, considere

1 2
T(ey) = (0 1) = e + 2e19 + ey,

1 0
T(ey) = (O _1) = e — €.

De aqui, podemos construir la matriz asociada directamente, pues

o O =

[T]C,CM =

= S

—1

Luego, si [{]g,c v [{]c,,. s son las matrices de cambio de base correspondientes, la
representacion que buscamos puede escribirse como

T1s,s = Uey,s * [Tle.en - Us.c

Asi, solo quedan por determinar las matrices de cambio de base. Observe que

como
-2
(_31) =3e; —ey, ¥y < 1 ) = —2e; + ey,

la matriz de cambio de base [I]z,¢ es dada directamente por

]s,c = (_31 _12> :
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Por otro lado, note que

-1 0 _ n n 1 0 . i
1 1)~ €11 T €21 T €29, 0 1 = €11 T €22,

Lo = lej; + — by + + +
1 -1/~ €11 T €21 — €22, 1 1 = €11 T €12 T €21 T €22.

y por ende, es posible escribir el cambio de base inverso a [I]¢c,, s como
-1 1

0

[[]S,CM = 1

)
_— o O =
— = =

-1

De esta manera, [{]¢,, s es dada por la inversa de [I]s,c,,,

-1 -2 2 1
1 2 -4 0
[I]CM,S = Z 1 —2 9 _1
0 4 0 O

Finalmente, juntando todos los resultados anteriores,

-1 -2 2 1 1 1

[T]Bszl 2 —4 0 2 2 0 <3 —2)

, 411 =2 2 -1 0 0 -1 1)
0 4 0 0 1 -1

5. En esencia, el enunciado pide determinar si A es diagonalizable y, en dado caso, en-
contrar su forma diagonal. Comencemos por calcular el polinomio caracteristico de A,

dado por
A—=2 0 0 0
-3 A-3 1 0
Ca(A) =det(M — A) = 0 0 A—2 o |’
-2 0 0 X—3
=(A—2)*(\ - 3)%
Sean

/\1:2, )\2:3,

los autovalores de A. Ahora, procedamos a determinar sus autoespacios planteando y
reduciendo los sistemas lineales homogéneos correspondientes.
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u E>\1
Reduciendo el sistema dado por A1l — A, obtenemos

0O 0 0 010 20 0 110
-3 -1 1 010 reduc. 0 2 -2 =310
0O 0 0 010 00 0 00}
-2 0 0 —-1]0 00 0 010
y de aqui que
0 -1
1 3
By, =gen ({11, Ai2)), A= 11 Ao = 0
0 2

n E)\Q
De forma similar, reduciendo el sistema dado por Asl; — A, obtenemos

1 0 0 010 1 0 0 00

-3 01 010 reduc. 001010

0O 01 01(0 00 0 O0]0

—2 0 0 010 00 0O0/0

Luego,

0 0
1 0
E)\gzgen({)\Z,la >\2,2}), >\2,1: ol >\2,2: 0
0 1

Habiendo calculado los autoespacios, observe como dim E), + dim Ey, = dim R*. Asi,
podemos afirmar que existe una base de autovectores de A para R*. Finalmente, A es
diagonalizable y su forma diagonal respecto a

B ={ A1, A1,2, Ao 1, Ag 2}

es dada por
A=PDpP!

donde

S OO NN
S O N O
S w oo
w o oo
O = =k O
N O W

O O = O
_ o O O
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